Matematika 1 - Drugi kolokvijum, 31.01.2004.
Resenja zadataka

1. [4] Funkciju f(z) = g(ex + ¢**) aproksimirati Tejlorovim polinomom drugog stepena:
a) u okolini tacke a =0
b) u okolini tacke a = —1.

Tejlorov polinom drugog stepena (7Ty(x)) funkcije f, u okolini tacke a, glasi
o) = f(a) + L0(2 — a) + L2 (@ — a)2.

U nasem slucaju je f'(z) =1(e® +e®) + L(e® +2e¢%), () = (€® +2e¥) + L(e® + 4e™).
Prema tome:

a) To(z) =z + 322

b) Th(z) = (et +e ) —le2(x+ 1)+ 1e H(z+1)% = e+4—i— iz + g’

o 2
. [5] Izracunati integral / (smx. cos ) d
sin 2z

I 1 —sin Qxd d.
sin 2x sm 20 2sinz cos T

Posto je integral [ m oblika [ R(sinz,cosz) mozemo ga resavati smenom tg3 = .
Medjutim, zbog parnosti funkcije R, tj.R(—sinz, — cosz) = R(sinz, cosx), jednostavnije je koristiti
smenu tgr = t

2 1 pdt 1 1
I—/ 1+t - _/dx:7/7_/6135:7ln\t|—x+0:7ln\tgx|—x+0.
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.. arcsin x
3. [5] Izracunati integral / dz.
vao+1
arcsmx B / du — u = arcsinz dv = Cllf-x
«/:17—1— dr = uv vat = du:\/lj7 v=2y1+zx

= 2arcsin x - \/l—l—x—Q/
V11—
=2arcsinz - vV1+x+4v1—x+C.

7T ti int l/ e
zraCunati integra
(Vo35 -1
e — 6t dobiiame [ S
Smenom z = t°, dx = 6t°dt dobijamo /tﬁ(t3+3t2—4) = 6/t(t—1)(t+2)2'

1 A B C .
m:?+t71+t+2+(t+2)2, odakle sledi
1=A(t—1)(t+2)?+ Bt(t +2)? + Ct(t — 1)(t +2) + Dt(t — 1), odnosno
t3(A+B+C)+t*(3A+4B+C + D) + t(4B —2C — D) — 4A = 1.

Da bi ovo bio identitet mora biti A+ B4+C =0, 34+4B+C+D =0, 4B—-2C -D =0, —4A=1,

B=1 _1
odakle je A= -1, ,C=2,D=4¢.
Zmnaci,
dt dt 1 dt 5 dt 1 dt
6 — | —+= ltlt—lfth——C
/(t71)(t+2 / t71+36 t+2+6/(t+2)) [tl+ ginlt = 1]+ Ginlt+2] +

:—fln|\f|+fln|\/5—1|+fln|f+2| \f 2+C
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9. [4] Izraunati povrsinu figure ogranicene krivama y = sinz, y = cosz i odseckom [0, 7
X-0se.
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6. [5] Izracunati integral / ———dux.
0 1+ a2
B arct
I = lim aretgr T.
B=>+4o00Jg 1+ x2
. B t B B B t
Dalje je (i:c_ ifd:): = /0 arctgx - d(arctgr) = arctg2x|0 — (;:c_ if x 2
B arct B 1
Dakle 2/ are gfdm = arctg2x‘0 = arctg?B odnosno I == lim arctg’B = T
0 +x B—+00 8
7. [6] Naci opste resenje diferencijalne jednacine zy — dy — 2%y =0, x#£0,y>0.

4
Data jednacina se moze napisati u obliku y ——y = z,/y, pa je jasno da je to Bernulijeva diferencijalna
x

. o / / . . . .o . o
jednacina. Smenom z = .,/y, y = 22y = 2zz svodi se na linearnu diferencijalnu jednacinu po z:
’ . ’ 2 X
22 ——2l=zxz tj. 2 —=z=72=,
x x 2

1
¢ije je opste resenje z(x) = el %dI(C + / ge_f%d”dx) =2*(C + iln\xl)

Konacno, y = 2*(C + 3in|z])?.

8. [7] Naéi opste resenje diferencijalne jednacine y +vy = 2%+ 1.

Odgovaraju¢a homogena diferencijalna jednacina je ym + y// = 0 a njena karakteristicna jednacina je
r3 +r? = 0. Koreni karakteristicne jednacine su 7, = ro = 0, 73 = —1. Opste resenje homogene jednacine je
yp = C1 + Cox + Cze™™.

Opste reSenje date diferencijalne jednacine e biti y = y, + v, gde je y, partikularno resenje nehomogene
jednacine.

S obzirom da je na desnoj strani znaka jednakosti date diferencijalne jednacine funkcija (2?2 + 1)e®® i
da je 0 koren reda dva karakteristicne jednacine, to y, mozemo traziti u obliku y, = 2?(Az? + Bz + C)
(y, = 4A2® + 3Ba? + 2Cx, y, = 12A2% + 6Bz + 2C, y, = 24Ax + 6B.)

Zamenom Yy, y;, y;, y;/ u datu diferencijalnu jednacinu dobija se 12422 + (244 + 6B)x + 6B +2C = 22 + 1,
odakle se izjednacavanjem koeficijenata uz iste stepene od = dobija A= {;, B= -1, C =3.

Znaci y, = éx‘l — %x?’ + %xQ dok je opste resenje date diferencijalne jednacine
y=C1+ Coz + Ce™® + 5ot — 123 + 222,

> (9 n—1
9. (za grupu IR1M1) [7] Odrediti oblast konvergencije stepenog reda » (5%
n=1"1 ne

2n—1
n . V3T . 1)v3 3 . i,
R = lim | = lim 22 — lim (n+ )£ = i, pa je interval konvergencije (—%2, ¥%2).
PO nTE g ot o 2 2
+oo 1
Za x = ? dobija se red Z — koji divergira.
n=1 n
+00 (_ 1\n
Za x = —§ dobija se red Z (=1) koji, na osnovu Lajbnicovog kriterijuma, konvergira.
n=1 n
Dakle, oblast konvergencije datog stepenog reda je [—?, ?)



9. (ZCL arupu OOlMl) [7] Odrediti parametar a € R tako da funkcija y = ¢** bude partikularno

reSenje diferencijalne jednacine (1 —|—x)y” +2y —y =0, 14+z >0, a zatim naéi njeno opse resenje.

Zamenom y, = e**, y;, = ae’™, y; = a%e® u datu diferencijalnu jednac¢inu dobija se (a? +a)x +a? — 1 = 0,
odakle se izjednacavanjem koeficijentata uz iste stepene od z dobija a*+a =01 a>—1=0 tj. a= —1.
Dakle, y,, = e™* je jedno partikularno resenje date jednacine. Drugo partikularno reSenje, linearno nezavisno
od y,, moze se dobiti primenom Liuvilove formule:

1 x
Ypy = e_x/ — e /gy = ot /e%elm”ll_xda: = 6_I/62x($+1)6_xd1’ = e_x/ex(x—l—l)daj =e "xe” = 1.
e X

Opste reSenje date diferencijalne jednacine je y = Cie ™ + Chx.



